Exercices d’oraux de la banque CCP 2014-2015 - Corrigés
BANQUE ALGEBRE

EXERCICE 59

éxtbfl) (a) Si P # 0, deg(f(P)) = DEG(P — P’) = deg(P) et en particulier, f(P) # 0. Par contraposition, VP € E, [f(P) =
0 = P = 0]. Donc le noyau de ’endomorphisme f est {0}.

Par suite f est un endomorphisme injectif de ’espéce de dimension finie E. On sait que f est un automorphisme de E. En
particulier, f est bijectif.

(b) f(1) =1 et pour k € [I,n], f (Xk) = X* —kX*~T. Donc la matrice de ’endomorphisme f dans la base canonique est

1 =1 0 . o 0
0 1 -2

A= OO T e g
; ..
0 ... 0

Le déterminant de la matrice triangulaire A est égal a 1 et en particulier n’est pas nul. Donc, A € GL,,11(K) ou encore
f € GL(E).

2) Soit Q € E. Q™+ =0 et donc

Q _ Q(n+1)

(Q(k) — QUkH! )) (somme télescopique)

r(QM) =+ (é Q“‘)> (car deg <§ Q“”) = deg(Q) < m).

Q

Il
M

~
Il

0

M

k=0

n
Le polynéme P = Z Q(k) est un élément de E tel que f(P) = Q. On sait de plus que le polynéme P est uniquement défini.
k=0

EXERCICE 60

A~ N

Soit la matrice A = ( ; > et f Pendomorphisme de .#5(R) défini par : f(M) = AM.

1) Soit M = ( B ) € M (R).

_ (1 2 a ¢\ _ ( a+2b c+2d
1:“V”—A’Vl—(z 4><b d)_(2a+4b Zc+4d)'
Ensuite,
a+2b=0
2a+4b =0 a=-2b
MeRelf) &1 cy2a=0 (:’{c_—z(i
2c+4d =0

Donc Ker(f) = {( —tZ)b _gd ) , (byd) € Rz}.

2) En particulier, Ker(f) # {0} car par exemple, la matrice non nulle < 20

1 0

endomorphisme de l’espace .#>(R) qui est de dimension finie, on sait que f n’est ni injectif, ni surjectif.

) est dans Ker(f). Puisque f est un
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3) e D’aprés la question 1), Ker(f) = {b ( _]2 8 ) + d( 8 _12 ) , (by,d) € RZ} = Vect(B,C) ou B = ( _]2 8 ) et
0 -2

C= o 1 /) (B, C) est déja une famille génératrice de Ker(f). De plus, les matrices B et C ne sont pas colinéaires et

donc la famille (B, C) est libre. Finalement, (B, C) est une base de KER(f).

e D’aprés le théoréme du rang, dim (Im(f)) = dim (.#>(R) — dim (Ker(f)) =4 —2 = 2.
. 10 . 1 0 1

La matrice D = f(Eq 1) = ( 2 0 ) et la matrice E = Zf(Ez,z) = ( 0 2

matrices D et E ne sont pas colinéaires. Donc, (D, E) est une base de Im(f).

) sont deux éléments de Im(f). De plus, les

EXERCICE 62

1) Soit x € E. x € Ker(f) = f(x) =0 = g(f(x)) =0 = x € Ker (g o f). Ceci montre que Ker(f) C Ker(go f).

Réciproquement, pour x € E,

x € Ker(gof) = g(f(x)) =0= f(g(f(x))) =0

= f(x) =0 (car fog=1d)

= x € Ker(f).
Ceci montre que Ker (g o f) C Ker(f).
On a montré que Ker(g o f) = Ker(f).
2) Pour tout x € E, gof(x) € Im(g). Ceci montre que Im(g o f) C Im(g).
Réciproquement, puisque f o g = Id, pour tout x € E, g(x) = g(f(g(x))) € Im(g o f). Ceci montre que Im(g) C Im(g o f).
On a montré que Im(g o f) = Im(g).
3) Puisque fog=1d,

(gof)zzgofogofzgoldof:gof.

Donc, g o f est un projecteur. On sait alors que E = Ker (g o f) & Im (g o f) = Ker(f) & Im(g) (que I’on soit en dimension
finie ou pas).

On a montré que E = Ker(f) @ Im(g).
EXERCICE 64

1) Dans cette question, on suppose que E = Imf & Kerf.
e Pour tout x € E, f2(x) = f(f(x)) € Im(f). Ceci montre que Im (fz) C Im(f).

e Soit x € E. Puisque E = Imf @ Kerf, il existe (y,z) € E x Ker(f)/ x = f(y) +z. Mais alors, f(x) = f(f(y)) + f(z) = f?(z).
Donc, pour tout x € E, f(x) € Im (fz). Ceci montre que Im (f) C Im (fz) et finalement que Im(f) = Im (fz).

On a montré que : E = Imf & Kerf = Im (fz) C Im(f).

2) (a) D’aprés la question 1), on a toujours Im (fz) C Im(f). Puisque dim(E) + oo, on en déduit que Imf = Imf? &
dim (Imf) = dim (Imf?).

D’autre part, on a toujours Ker(f) C Ker (fz). En effet, pour tout x € E,

x € Ker(f) = f(x) = 0= f(f(x)) = 0 = x € Ker (f?) .
Par suite, Ker(f) = Ker (fz) & dim (Ker(f)) = dim (Im (fz)). Mais alors, le théoréme du rang permet d’écrire

Imf = Imf? & dim (Imf) = dim (Imf?) & n — dim (Kerf) = n — dim (Kerf?) & dim (Kerf) = dim (Kerf?)
& Kerf = Kerf?.

On a montré que Imf = Imf? & Kerf = Kerf?.

(b) On suppose dans cette question que Imf = Imf?. D’aprés la question précédente, Kerf = Kerf?.
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Soit x € Imf N Kerf. Donc f(x) = 0 et il existe y € E tel que x = f(y). On en déduit que f?(y) = 0 et donc que
y € Kerf? = Kerf puis que x = f(y) = 0. Ceci montre que Imf N Kerf = {0}.
D’autre part, d’aprés le théoréme du rang, dim (Imf) 4+ dim (Kerf) = n.

En résumé, Imf N Kerf = {0} et dim (Imf) 4+ dim (Kerf) = n.. On sait alors que E = Imf & Kerf.
On a montré que Imf = Imf? = E = Imf @ Kerf.

EXERCICE 71

Soit p la projection vectorielle de R3, sur le plan P d’équation x +y + z = 0, parallélement & la droite D d’équation
z

_Yy_z
x=5=73
1) D = Vect (v3) ou vz = (1,2,3). Puisque 1+2+3 =6 # 0, v3 ¢ P et donc D NP = {0}. Comme d’autre part,

dim(P) + dim(D) =241 =3 =dim (RS) < 400, on en déduit que R® =P @ D.
2) Soit u = (x,y,z) € R3. Soit A € R.

U—Av3 EPES (x—AyYy—20z—-3N) ePE&x—A+y—2A+z-3A=08A=—(x+y+2z).

A =

Le projeté de u sur P parallélement a D est

P(u)—u—ix+g+ZV3—(x,y»z)—ix+g+z(1,2,3)—<5X 6y 5 2X+gy 22, 3 2y+3z).
X—y—z
6 1 5 —1 -1 X
Puisque M =—| -2 4 =2 y |, la matrice de p dans la base canonique de R3 est
6 -3 -3 3 z
—3x—3y+3z
6
1 5 -1 -1
-1 -2 4 =2
6\ 3 3 3

3) Une base de P est (vi,v3) ot vi = (1,—1,0) et vo = (1,0,—1). Puisque R?> = P @ D, on sait que (vi,v2,v3) est une
base de R3. Dans cette base, la matrice de p est diag(1,1,0).

Une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale est donc (vq,v2,v3) ott vi = (1,—1,0), v2 = (1,0,—1) et
vz = (1,2,3).
EXERCICE 76

1) (a) Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ. Vx € E, |(x[y)] < ||x|| X [|y]l-

Démonstration. Soit (x,y) € E2. Pour A € R, on pose P (A) = ||Ax —y||2. On a d’une part VA € R, P(A) > 0 et d’autre
part VA € R, P(A) = A?[x[|* — 2A(xly) + [ly[|*.

ler cas. Six =0, [(xJy)] =0 et ||x|| x |ly]| = 0. Dans ce cas, |[(x[y)] = ||x|| x ||y|| =0 et en particulier, I'inégalité est vraie.
2éme cas. Si x # 0, P est un trindme du second degré, positif sur R. On sait alors que son discriminant réduit est négatif
ou nul ce qui fournit

0= A" = (xly)* —[Ix|*y]l*.
Par suite, (xJy)? < ||x||?|ly]|? puis, en prenant la racine carrée des deux membres, (xly) < [|x|| x [[y-
L’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ est démontrée dans tous les cas.
(b) Cas d’égalité de ’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ. Vx € E, |(x|[y)| = ||x|| X |yl & (x,y) liée.

Démonstration. Soit (x,y) € E2. D’aprés 1)

IxY)l = x|l x lyll &x=00u(x#0et A'=0) & x=00u(x#0et Iy € R/ P (Ay) =0)
Sx=0ou(x#£0ect I €R/ [Aox—y[[> =0) & x=00u(x #0et I € R/ y = Aox)
& (x,y) liée.
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Le résultat est démontré.
b

b
1
2) Posons F = J f(t) dtxJ —— dt, feE ;.
a o f(t)
b
On sait que l'application (f,g) — (flg) = J f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur C ([a,b],R). On note || || la norme

a

associée.
b b

1
f(t) dt x J' —— dt existe. De plus, puisque les fonctions

1
Soit f € E. Les fonctions f et — sont continues sur [a, b]. Donc, J' )
a

a

1
f et s sont positives sur [a, b],

b

2
() =l

be(t) dtbeLdt:Jb (\/f(—t))zdtxj

a a f(t) a

L’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ permet d’affirmer que

b b ] \/_ 1 2 b 1 2 5
[rwa s (vid) :(L,rmxﬂdt) b2

Le nombre (b — a)? est donc un minorant de I’ensemble F. De plus, si f est la fonction constante x — 1, f est un élément

1 2
7l

b b
1
de E tel que J f£(t) dt x J —— dt=(b—a)?.
a o f(t)
b b
Ceci prouve que ’ensemble J f(t) dt x J ﬁ dt, f € E ) admet un minimum et en particulier une borne inférieure m
a a

et que m = (b —a)?.
EXERCICE 77

1) Soit A un sous-espace vectoriel de E.

Soit x € A. Alors Vy € A+, (xly) =0 et donc x € (AL)l. Ceci montre que A C (AL)l. D’autre part, puisque E est de
dimension finie,

dim ((AL)L) = dim(E) — dim (A*) = dim(E) — (dim(E) — dim(A)) = dim(A).
En résumé, A est un sous-espace vectoriel de (AL)L et dim(A) = dim ((AL)L) < 400. On en déduit que (Al)L =A.

2) (a) e FC (F+G) et G C (F+G). Donc (F+ G)t Cc Ftet (F+G)* c G puis (F+G)* c F- NG+,
e Un élément de F- N G est orthogonal & tout élément de F et de G puis & toute somme d’un élément de F et de G par
bilinéarité du produit scalaire et est donc dans (F + G)*. Ceci montre que F- N G+ C (F+ G)= .

Finalement, (F+ G)™ = FL n GL.

(b) D’apreés les deux questions précédentes,

(F-+G6Y)" = (F) " n(6Y)" =FnG.

En prenant 'orthogonal des deux membres, on obtient

(FrG)" = ((F+ GL)L)L —FL 4G
On a montré que (FN G)J' =F++GL
EXERCICE 78

1) (a) Soit (x,y) € E2. D’aprés une identité de polarisation,
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(i) Tuty)) = 7 () + ul)l* =  [ulx) = wiy)I?)
-1 (||u(x+y)|2 ~ It ) fear west tincaine)
— 2 (Il = 3 =yl ) oo iypothese sur
= (x[y).

On a montré que : V(x,y) € E2, (u(x) lu(y)) = (x| y).

(b) Soit x € E. Puisque u conserve la norme,

x€Ker(u) = ux)=0=lux)]|=0=|x]|=0=x=0.
Donc Ker(u) = {0}. Puisque E est de dimension finie, on sait que u est bijectif.
2) Montrons que O(E) est un sous-groupe du groupe (GL(E), o).
e D’aprés la question précédente, O(E) C GL(E) et d’autre part, Idg € O(E).
e Soit (w,v) € (O(E))z. Pour tout x de E

[voulx)|| = IVl = [luG) = lIx]|.

Donc vou € O(E).
e Soit u € O(E). Pour tout x de E

™" G = flu (W™ )| = Il
Donc u~!' € O(E).
On a montré que O(E) est un sous-groupe du groupe (GL(E), o). En particulier, (O(E), o) est un groupe.

3) = /. Supposons que u € O(E). Donc u conserve le produit scalaire. Soit (i,j) € [1,n]?. Mais alors

(u(ei) |u(e]-)) = (€i|€j) = 61)1' (symbole de KRONECKER).

Ceci montre que (u(eq),u(ez),...,u(en)) est une famille orthonormée de E. On sait qu’une telle famille est libre. Puisque
d’autre part, card (u(ey) I<icn =NV = dim(E) < 400, la famille (u(ei))1<ign est une base orthonormée de E.
(

& /. Supposons que u( 1),u(e2),...,u(en)) soit une base orthonormée de E.

Soit x € E. Posons x = inei ol (X1y...,%Xn) € R™.
i=1

[u(x)]]

ixiu(ei)
i=1

Z xiz (car la base (w(e7),...,u(en)) est orthonormée)
i=1

(car la base (e1,...,en) est orthonormée)

e

Ceci montre que u € O(E).

On a montré que : u € O(E) < (u(er),u(ez),...,u(ey)) est une base orthonormée de E.
EXERCICE 79

1) Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans R. Supposons h # 0. Il existe donc x¢ € [a, b] tel que h (xp) > 0.
Puisque h est continue en xo, il existe deux réels u et v tels que uw < v et xo € [u,V] et Vx € [u,v],
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Puisque h est positive, on en déduit que

b
J h(x) dx:J h(x) dx—i—J h(x) dx}(v—u)%xe) +0:(v—u)h(XO)
a [u,v]

> 0.
[a,b]\ [it,v] 2

b b
h(x) dx # 0. Par contraposition, on a montré que J h(x)dx=0= h=0.

a

Ainsi, h #0 :>J

b
2) e Soit (f, g) € E2. Alors la fonction f x g est continue sur le segment [a, b]. Donc J f(x)g(x) dx existe. Ainsi, (| ) est

a
une application de E? dans R.

b b
f(x)g(x) dx :J g(x)f(x) dx = (g|f). Donc, (| ) est symétrique.

a

e Soit (f,g) € E2. (flg) :J

a

e Soient (f1,f2,g) € E3 et (A, u) € R%. Par linéarité de I'intégration,

b b b

f1(x)g(x) dx + uJ f2(x)g(x) dx =A(f1lg) + n(f2lg).

a

N1+ ufalg) = [ (6] + ) glx) cx =2 |

a a

Donc, (| ) est linéaire par rapport a sa premiére variable. Par symétrie, ( | ) est une forme bilinéaire symétrique.

b

e Soit T € E. Par positivité de I'intégration, (f|f) = J 2(x) dx = 0. Donc ( | ) est une forme bilinéaire symétrique positive.
a

De plus,

b
(flf) =0 ;»J f2(x) dx =0

a
= Vx € [a,b], f2(x) = 0 (fonction continue positive, d’intégrale nulle)
=f=0.
Donc (| ) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
On a montré que ( | ) est un produit scalaire sur E.

3) D’apres 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

Vel —1
T 2e
1 JeZ —
Donc,0<J Vxe dxg%zo,%...
0

EXERCICE 80

1) Le produit de deux fonctions continues sur R et 27-périodique est une fonction continue sur R et 27-périodique. Donc
E est stable pour la multiplication des fonctions.

27t

e Soit (f,g) € E2. Alors la fonction f x g est continue sur le segment [0, 27]. Donc J f(x)g(x) dx existe. Ainsi, (|) est
0
une application de E? dans R.

27 27
e Soit (f,g) € E2. (flg) = ;_ﬂJ f(x)g(x) dx = ;_ﬂJ g(x)f(x) dx = (glf). Donc, (| ) est symétrique.
0 0
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e Soient (f1,f2,g) € E3 et (A, u) € R2. Par linéarité de I'intégration,

27 27

fﬂﬂgwhh+uX%J~fﬂﬂﬂﬂdx:AHﬂm+uHﬂm-

1 1
(N1 4 1afalg) = 51 | DM )+ fa(0) gl) dx = Ax 5 | O

0 0
Donc, (|) est linéaire par rapport a sa premiére variable. Par symétrie, (| ) est une forme bilinéaire symétrique.

27

1

e Soit f € E. Par positivité de l'intégration, (f|f) = ﬂj f2(x) dx > 0. Donc (| ) est une forme bilinéaire symétrique
0

positive. De plus,

27 p27T
(flf):0:>—J J f2(x) dx =0
2t Jy Jo

= Vx € [0,27], f2(x) = 0 (fonction continue positive, d’intégrale nulle)
= f =0 (car f est 27t-périodique).
Donc (| ) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

On a montré que ( | ) est un produit scalaire sur E.

1 1 1 1 1
2) Pour tout réel x, sin® x = 3~ 5 008X = v(x) + w(x) ot v(x) = —5 CosX = —Zf(x) et w(x) = 5 Déjav e F.
27 27
1
D’autre part, (f,w) = —J cosx dx =0 et (g,w) = —J cos(2x) dx = 0 et donc w € (f, g)* = F*.
47t 0 47t 0
On en déduit que le orthogonal sur F de la fonction u : x — sin? x est la fonction v : x — —= cosx.

EXERCICE 81

1)f_{a<2) ?>+b<_01 (1)),(a,b)emz}_wct(l,moal—<2> ?)‘“‘(—01 3))

Ceci montre que F est un sous-espace vectoriel de M (R).

2)SoitM_<8 d)eMz( ).

Me FL & M e (Vect(L,R)T &M e (LR): & ¢(I, M) = @(R,M) =0.
e o(IL,M)=Tr(*IM) = Tr(M) = a + d.

0 -1 a c¢ —-b —d
otRM:<] 0 )(b d):( 0 c ).DOHC(p(R,M)z—b—I—C.

Par suite,
n a+d=0 d=a
MeF (:){ —b+c=0 <:>{c b -
Ainsi, F (a,b)eR?} =<a 1.0 (a,b) € R? § = Vect(S,T)ou S = 10
—a )7 0 -1 1 ’ 0 -1
01
et T= 1 0>

De plus, la famille (S, T) est clairement libre et donc une base de F+ est (S,T) oi1 S = ( (]) _O] ) et T= <

3) 1lére solution. ] =1+ T avec I € F et T € F*. Donc le projeté orthogonal de J sur F* est T = ( (1) g) )

2éme solution. Déterminons orthonormalisée de la famille libre (S, T). On note || || la norme associée au produit scalaire
@.

o ST = ( (1) _01 ) ( (1) g) ) = ( _0] (1) ) Donc ¢(S,T) = 0. La famille (S, T) est déja une famille orthogonale.

e S = diag(1,—1) puis *'SS = S = L. Donc ||S| = /Tr (tSS) = V2
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,tﬂ:Tz:(? é)(? (‘)):((‘) ?):I.Donc|T|:«/Tr(tTr)=\/z-

1 1 0 1 0 1
1 N — -
Une base orthonormale de F— est (So, To) out So = 7 < 0 1 > et To = 7 ( 1 0 >

: : ) sur F1L est la matrice

K=¢ (So,I)So + ¢ (To, J) To.

ersai= (o S ) (77 )=5( - - !} ) puis @ (So,) =T ('50]) =0
-tToJ=i2(? o)1) =500 )puiscp(To,JsztTonz—xzzﬁ.
¢ (S0,])So+ @ (To,J) To = v2 x %(? (])>—<?

1
0
1 1 N )
sur F— est la matrice T =

On sait que la projection orthogonale de | = (

K

Mais alors

1
0 )
4) On sait que d(J,F) = [[J =px(N|| = lpF (DI = ITI| = /Tx (*TT) avec 'TT = ( (1) g) ) ( (1) (])

donc

La projection orthogonale de | = ( 11

EXERCICE 82

1) 1lére solution. (.[.) est le produit scalaire canonique sur M;(R) et en particulier, (.|.) est un produit scalaire
canonique sur M;(R).

2éme solution.

e (.].) est une application de M;(R) dans R.

/ li
e Soient A = ( g Z ) et A/ = ( g, Z, ) deux éléments de M;(R).
(AIA') =aa’+bb'+cc’+dd' =a’a+b'b+c'c+d'd=(AA).
Donc (. |.) est symétrique.

/ / " "
e Soient A = ( (Cl Z ), Al = ( (Cl, Z, ) et A = ( (Cl,, 3,, ) trois éléments de M (R) et soit (A, pu) € R2.

AA +uAA)=Aa+pa)a”+ (Ab+ub)b” + (Ac+uc’)c” + (Ad +pd’)d”
=Aaa” +bb"” +cc” +dd"”) + ula’a” +b'b” +c'c” 4+ d'd")
=A(AJA") + p(AAT).

Donc (.].) est linéaire par rapport a sa premiére variable puis, par symétrie, (.|.) est une forme bilinéaire symétrique sur

M3 (R).
. a b s
e Soit A = ( c d ) un élément de M3 (R).
(AJA) =a? + b2 +c? +d? > 0.
Donc (.].) est une forme bilinéaire symétrique positive sur M;(R). De plus,

(AIA)0O s a2 +b?+c?+d? =08 a=b=c=d=0&A=0.

Finalement, (.|.) est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur M (R) ou encore (.|.) est un produit scalaire sur

M3 (R).

2) Notons T 'espace des matrices triangulaires supérieures.
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Az(_]] g>:<g) g)—i—(_()] 8)avecB:<g) g)eﬁetbiensﬁrC:(_O] 8)67}.Eneffet,pour

tout (a,b,c) € R3, le produit scalaire de A et de la matrice E ) est ax0+bx0+cx0+0x(—1) c’est-a-dire 0.

a
0

On sait que

d(AT) = [A=B| = [C]| = /02 +02 + (—1)2 +02 = 1.

La distance de A au sous-espace vectoriel des matrices triangulaires supérieures est égale a 1.

EXERCICE 84

z .
1) Soit z un nombre complexe non nul. Un argument de z est un réel 0 tel que — = e'®

|z|

2) Soit z un nombre complexe. z* =1 = |z"| =1 = [z|* = 1 = |z| = 1. Posons donc z = ¢'® oi1 0 est un réel.

=18 () =1
& em® = 1 (d’aprés la formule de MOIVRE)

2K
<:>3keZ/nezzmr(:)akeZ/e:T7r

2ik7m

&SIkeZ/z=e n .

Soit k € Z. La division euclidienne de k par n s’écrit k = qn+71 ot q et T sont deux entiers relatifs tels que 0 < q <n—1.
On a alors

2ik 2i(gn+r)w 2i : 2i
e lnT[ — e 1 7:1 T — 1T1L‘7T+2.Lq7.[ _ e lnT:T( .
. . . . . 2ikm
Ainsi, ’équation z™ = 1 admet pour solutions les nombres e ™n
)

, k € [0,n—1]. Enfin, application [0,2t] — U est
0 - e'?

2k7-[ ik
injective et, puisque pour k € [0,n — 1], === € [0, 27, les n nombres e =", k € [0,n — 1], sont deux & deux distincts.
n

. . . . N P N . 2ikm
On a montré que ’équation z™ = 1 admet exactement n solutions deux & deux distinctes & savoir les nombres e™ = ol

ke [0,n—1].

3) Montrons que les solutions dans C de I'équation (z +1)™ = (z —1)™ sont réelles.
Soient A, B et M les points d’affixes respectives —i, i et z.

z+)"=z-)"=z+1)"=lz-V" = z+i"=z—-" = lz+i] =z
= AM = BM = M € med([AB]) = M € (Ox)
=z eR.

Résolvons alors I’équation proposée. Puisque le nombre i n’est pas solution de I’équation

z+1

" z+1 2ikm
") —1o3kefon-1], -

e n

z—1

z+)"=z—-1)"& <

sacelon—1], z(1-e™) =i (14%)

eSik=0,z (1 — eZir'f”) =1 (1 + eZir'fﬁ) & 0 x z = —21. Cette équation n’a pas de solution.
eSil<ksn—1,

. 2ik7 . ikT 7T ik
2ik7 2ik7 -1 (] +e " ) —e (e " +e " )
z(1—en ):—1(1+en )<:>z: SR Sz= -

1—e*n k= (e*‘n“_e‘i“)

k
—1 X 2cos <—T[)
n k7t
S z= @z:cotan(?).

K
—2isin (-“)
n
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k7t
Les solutions de I’équation (z + i)™ = (z — i)™ sont les nombres de la forme cotan (T)’ 1 <k <n-—1. Ce sont

effectivement des réels.
EXERCICE 85

1) (a) D’apreés la formule de TAYLOR, la décomposition de P(x) dans la base

nop)
k=0

(b) Soit r € [1,n]. D’aprés la formule de TAYLOR,

1 p(k) " p(k)
=y ” k!(“) X—a¥+(X—ary L k!(“) (X—a)* T,
k=0 k=r

r—1 P(k)(a) r—1 P(k)(a)
Puisque deg Z o X—a)*] <r—1,R= Z o (X — a)® est le reste de la division euclidienne de P par
k=0 ’ k=0 ’

(X — a)". Par suite,

a est une racine de P d’ordre au moinsr & (X —a)'lP & R =0
r—1

=3 PH{a) (X—a)*=0

k!
k=0
&Yk e [0,r—1], P¥(a) = 0.

car la famille (1,X —a)y...,(X—= a)r*]) est libre. Ensuite

a est une racine de P d’ordre r exactement & a est une racine de P d’ordre au moins r et pas d’ordre au moins 1 + 1
S vke[o,r—1], PX(a)=0et Vk € [0,1], PF)(a) =0
& vk e [0,r—1], P¥(a) =0et P (a) #0.

2) Soit (a,b) € R2.

P(1)=0 T+a+b=0
1 racine double de X°> + aX? +bX & { P/(1)=0 &<{ 54+2a+b=0
P”(1) £ 0 20+2a #0
a=-4
<:>{b—3

Il existe un et un seul polynéme P solution & savoir le polynome P = X> —4X? + 3X. De plus

P=X(X—-1)(X>+X?+X—=3) =X(X—=1)% (X +2X +3).

Le discriminant réduit du trinéme X2 + 2X + 3 est égal & —2 < 0. Donc la factorisation de P en produit de facteurs
irréductibles sur R[X] est P = X(X — 1)? (X2 +2X + 3).

EXERCICE 86
1) (a) Soit (a,b) € Z?. Supposons que PGCD(p,a) = 1 et PGCD(p,b) = 1.
D’aprés le théoréme de BEzZOUT, il existe (uq,uz,vq,v2) € Z* tel que puj +avy =1 et puy +bv, = 1. En multipliant ces

deux égalités membre & membre, on obtient (puy + avy) (puz + bvz) =1 puis

P (puiuz + aviuz + bugva) + ab (viva) = 1.

Puisque pujuy + aviu, + bugvy et viva sont des entiers relatifs, le théoréme de BEZOUT montre que PGCD(p, ab) = 1.
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k facteurs

(b) Soit k € [1,p —1]. (E)k! =p(p—1)...(p—k+1) € pZ. Ainsi, p divise <E)k!.

Maintenant, puisque p est premier, p est premier a 2, 3, ..., k. D’aprés la question précédente, p est premier a kl!.

Ainsi, p divise (i) k! et p est premier a k!. D’aprés le théoréme de GAUSS, p divise (i)

On a montré que Vk € [1,p — 1], p divise (E)

2) (a) Montrons par récurrence que : ¥n € N, nP =n  mod p.
e 0P =0=0 mod p. La propriété a démontrer est vraie quand n = 0.

e Soit n > 0. Supposons que n? =n  mod p et montrons que (n+ 1)P =n+1 mod p. D’apres la formule du
biné6me de NEWTON,

= (p = (P
(m+1)P :Z <k)nk=1+np+; <k>nk

k=0
=1+nP modp (d’aprés la question précédente)
=n+1 mod p (par hypothése de récurrence).
On a montré par récurrence que : Yn € N, nP =n  mod p.
(b) Soit n € N. Supposons que p ne divise pas n. Puisque p est un nombre premier, on en déduit que PGCD(p,n) = 1.

D’apreés la question précédente, p divise nP —n =n (np*] — 1). Puisque p est premier a n, le théoréeme de GAUSS permet

d’affirmer que p divise nP~! — 1 ou encore que nP~' =1 mod p.
On a montré que : ¥n € N, p ne divise pas n = nP~' =1 mod p.
EXERCICE 87
1) Soit ¢ : RuX] — R

P = (P(ao),Pla1),...,P(an))

e ¢ est une application linéaire de Rn[X] vers R™*1.

e Soit P € Ker (¢). Alors, P (ap) =P(a;)=...=P(a,) =0.
Le polynéme P a au moins n + 1 racines deux a deux distinctes et est de degré inférieur ou égal a n. On sait alors
que P = 0. Par suite, @ est une application linéaire injective.

e Puisque dim (R, [X]) =n+ 1 =dim (R“+]) < +o00, on en déduit que @ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Mais alors, pour tout (bg,b1,...,by) € R il existe un unique polynoéme P € R, [X] tel que @ (P) = (bg,b1,...,by) ou
encore il existe un unique polyndéme P vérifiant

deg(P) <n et Vie[0,n], P(ai)=b;i.
2) Soit k € [0,n]. Puisque Vi € [O,n] \ {k}, Lx (ai) = 0 et que les a; sont deux & deux distincts, Ly est divisible par
H (X — ai). Puisque deg (Ly) < n, on en déduit qu’il existe A € R, tel que

itk
Ly :AH(X—ai).
itk
La condition Ly (ax) = 1 fournit A = —————— et donc
H (ax —ai)
itk

P
3) Soit p € [0,n]. Z alLy et XP sont deux éléments de Ry [X]. De plus, pour tout i € [0,n],
k=0
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P

ZakLk al:Z 1k—

P
Ainsi, @ <Z ) = @ (XP). Puisque @ et injective, on en déduit que
- P
D afL=Xr.
k=0

EXERCICE 88

1)

a+b+1=0
m+Ta+nb=0

Sa=netb=—(n+1) (fourni par les formules de CRAMER).

1 racine d’ordre au moins 2de P & P(1)=P/'(1) =0 & {

Il existe un et un seul polynéme solution a savoir le polynéme P = nX™ ! — (n + 1)X™ 4 1.

n X1
2) On sait que Z Xk = ~_7 En dérivant, on obtient

: — S A DXTX=T) = (XM =T) X — (e )X 41
PELEARS X—1)7 = X—1)2

k=0

Par suite,

n—1
k=0

EXERCICE 89
1) Soit k € [1,n—1].

2ikm ik ik —ikm .. kmt ik kmt S(kmo
ZK—l=e" —1=¢n (e no—en )-2151n(—>en _me( >el(n+2).
n n

1 k
De plus, 0 < < <— < m-on < 7t et donc 2sin <—T[) > 0. On en déduit que
n n n

vk e [1,n—1], |z — 1| =2sin (k—f> et arg (zF—1) = —

2)
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n—1 n—1
S=) |&-1|= Zzsm<k—”)
k=0 k=0 n

ol ik ] - (eT)n im
:21m<g en)zZIm —————— | (carem #1)
k=0

2 - Ze*ﬁ

EXERCICE 90

1) e Soient (P, Q) € EZ et (A, p) € K2.

® (AP + uQ) = ((AP +1Q) (a1), (AP + pQ) (az2), (AP + nQ) (az))
=A(P(a1),P(az),P(a3)) +u(Q(a1),Q(az),Q (az))
=AD (P) +ud (Q).

Donc @ est une application linéaire.

e Soit P € Ker®. Donc, P s’annule en a, az et az. Ainsi, P est un polynéme de degré au plus 2 ayant au moins trois
racines deux a deux distinctes. On sait alors que P = 0.
Par suite, Ker(®) = {0} et donc @ est injectif.

e Enfin, dim (K3([X]) = 3 = dim (K3) < 400 et puisque @ est une application linéaire injective de (K,[X]) dans K3, on
sait que @ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

2) (a) (Ly,Ly,L3) = ((D*] (e1),® " (ez), @' (63)). Donc la famille (Ly,L;,L3) est 'image de la base (e7, ez, e3) par
l'isomorphisme ®~'. Puisque I'image d’une base par un isomorphisme est une base, (L1, Lz, L3) est une base de K,[X].

(b) Par définition, Ly (a1) =1 et Ly (az) =Ly (az) = 0. Puisque a; et a3 sont distincts, le polynome L, est divisible par
(X —az) (X —az). Puisque deg (L1) < 2, il existe A € K tel que L1 = A (X — az) (X — a3). La condition L (a;) = 1 fournit
1

A= et donc
(a1 —az) (a1 —a3)

(X—az) (X—a3)

b= (a1 —az)(az —az)’

En échangeant les roles de ay, a; et az, on obtient

(X—az) (X—a3) L — (X—a1) (X—a3)
y L2 —
(a1 —a3) (az —a3)

Ly = et L3 =

(a2 —ay) (az —a3z) (a3 —a1) (a3 —az)

3) Soit P € K,[X]. Il existe (A1,A2,A3) € K3 tel que P =A7L; + AL + AzLs.
Pour tout (i,j) € [1,3]%, on a Lj (ai) = 8i,; (symbole de KRONECKER). Donc pour i € [1, 3],

3 3
Pla) =) ALj(a) =) Adij=A:
j=1 j=1
Ainsi,
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VP € K7[X], P=P(aj;)L;y +P(az)Ly +P(a3)Ls.

4) Application :

L X-DX-2) L, (X—0(X=2) . (X—0)X—1)
P=1 o=y PP aoon=y T Tmoe -
:%((X—1)(X—2)—6X(X—2)+X(X—1)):—2X2+4X+1.

P=—-2X2+4X+1. I

EXERCICE 95

1) Théoréme de BEzouT dans Z. Soit (a,b) € Z?. PGCD(a,b) =1 & J(u,v) € Z?/ au+bv=1.

2) 1ére solution. Soient a et b deux entiers naturels premiers entre eux. Alors PPCM(a, b) = ab puis

(a|cetb]c) & ¢ multiple commun & a et b & ¢ multiple de PPCM(q, b) & ¢ multiple de ab & ab | c.
2éme solution. Soient a et b deux entiers naturels premiers entre eux.

e Si ab|c, alors a | ab et ab | ¢. Par transitivité de |, a | c. De méme, b | c.

e Supposons que a | ¢ et b | c. Donc, il existe (k,k’) € Z? tel que ¢ =ka et ¢ = k’b.

D’autre part, a et b sont premiers entre eux et donc, d’aprés le théoréme de BEzoUT, il existe (u,v) € Z? tel
que au + bv = 1. On multiplie les deux membres de cette égalité par ¢ et on obtient

¢ = acu + bev = ak’bu + bkav = ab(k'u + kv).

Puisque k'u + kv est un entier relatif, ceci montre que ab divise c. Finalement
(alcetb|c) & ab|c.

3) (a) lére solution. Puisque 11+6=0 (mod17) et 11+4=0 (mod15),ona —11=6 (mod 17) et
—11 =4 (mod 15). Une solution particuliére x¢ de (S) dans Z est xo = —11.

2éme solution. Soit x € Z.
x=6 (mod17) / > x=6+ 17k , 2 x=6+17k
{x 4 (mod15) TAOKIEL/ g s FARKIELY | gy sk =2

Une solution particuliére de I’équation —17k 4+ 15k’ = 2 est le couple (—1,—1), un tel couple pouvant dans le cas général
étre obtenu par l'algorithme d’EUCLIDE. Une solution particuliére du systéme est alors xo =6+ 17 x (—=1) = —11.

(b) Soit (x,y) € Z?. 15 =3 x 5 et 17 sont deux entiers premiers entre eux.

&S 15| x—x0et 17 | x —xo

Xx=6 (mod17) x=%o (mod17)
x=4 (mod 15) x=%o (mod 15)

&S 15x17 | x—%xo & Jk € Z/ x = —11 4 255k.

. ={=114 255k, k € Z} = {244 + 255k, k € Z}. I
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